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e Representacoes de niUmeros complexos
e Poténcia e Raizes de niumeros complexos

Introducdo e Surgimento dos Numeros Complexos

Os numeros complexos surgiram da necessidade de resolver equacdes polinomiais que ndo
podiam ser resolvidas no conjunto dos nimeros reais. A motivacado inicial veic das equacdes
quadraticas do tipo 2 +1=0, que ndo possuem solucdo real, pois ndo existe um numero
real cujo quadrado seja negativo. Isso levou a introducao de uma nova unidade, denctada

. o . . . @ . .
por 2, onde © — — 1. Assim, a solucdo da equacdo &~ + 1 — () € dada por & — =u.

A descoberta e aceitacdo dos numeros complexos se deu gradualmente ac longo dos
seculos. Inicialmente, esses nimeros eram vistos com desconfianca, mas com o tempo,
matematicos como Rafael Bombelli, Reneé Descartes, e, posteriormente, Lecnhard Euler e
Carl Friedrich Gauss, ajudaram a estabelecer o conceito de nimeros complexos como uma

extensdo natural dos nimeros reais, essencial para diversas areas da matematica e da fisica.

Definicao dos Numeros Complexos

Um nimerc complexo € uma expressac da forma:
z—=a+ b
Onde:

e e bs3c nimeros reais.

® 1 ¢ aunidade imaginaria, com a propriedade i~ — —1.

Neste contexto, a é a parte real de z e b é a parte imaginéria. Se b = 0, o nimero
complexc € simplesmente um ndmero real. Se a — (), 0 ndmero complexo & chamado de

ndmero imaginario puro.



Representacao Grafica: Plano Complexo

Os ndmeros complexos podem ser representados graficamente no plano complexo,

também conhecido como planc de Argand-Gauss. Neste plano:
e O eixo horizontal (eixo real) representa a parte real dos niumeros complexos.
e O eixo vertical (eixo imaginario) representa a parte imaginaria.

Assim, o nimerc complexo z — a + bi pode ser representado como um ponto (a, b) no

planc complexo ou como um vetor a partir da origem até o ponto (a, b).

Modulo e Argumento de um Numero Complexo

1. Modulo (ou magnitude) de z:

O médule de um nimero complexo z — a + bi é a distdncia do ponto (a, b) & origem

no plano complexo. Ele & dado por:

z| = v a? + B2

2. Argumento (ou fase) de z:

O argumento de um numero complexo z € o dngulo # que o vetor correspondente a z

faz com o eixo real positivo. Ele & definido como:

b
§ — tan " (—)
(1

O argumento & geralmente expresso em radianos e pode ser ajustado dependendo do

quadrante em gue o numerc complexo esta localizado.



Forma Polar de um Numero Complexo

Um numero complexo z — a + bi pode ser representado na forma polar usando seu

modulo r e argumento &

z — r(cosf + isinf)
Esta forma € especialmente dtil para multiplicacdo e divisdo de ndmercs complexos.

Forma Exponencial de um Numero Complexo

rJ

Usando a formula de Euler, que estabelece que €™ — cos# + 2sin #, a forma polar de um

numero complexc pode ser expressa na forma exponencial:

> — T“E”J

Esta forma simplifica ainda mais as operacées de multiplicacdo, divisdo e potenciacdo de

nimeros complexos.

Operacoes com Numeros Complexos

1. Adicao:
Dados dois nimeros complexos 21 — ay + byi e z0 — as + bsi, sua soma &
Z] T 29 = [{-I',l + H-:_)} + {IDJ_ T EJ_;]!.
2. Subtracao:
A subtracdo de dois nimeros complexos 2] e 29 &

z1 —zo = (a1 — a2) + (by — ba)i



3. Multiplicacao:
A multiplicacdc de z; e 25 € dada por:
z1 % z9 = (ayag — biba) + (a1bs + asby)i

Em termos de forma polar:

z1 X zg = 1179 [cos(f) + 62) + isin(f) + 62)]

. Divisdo:

A divisdo de z, por z9 &

21 aaz + biby N bhiaz — a1b; .
2 a3 + b3 a3 + b3

Em forma polar:

G- :—; [cos(fy — B2) + isin(61 — 69)]

Z2
. Conjugado de um Numero Complexo:

O conjugado de z — a + bi é dado por:

Geometricamente, o conjugado de z e o reflexo do ponto z em relacdo ao eixo real no

plano complexo.




Poténcias e Raizes de Numeros Complexos

1. Poténcia de um Nimero Complexo:

: T . if .
Usando a forma exponencial, a poténcia 2" de um nimero complexo z — re'" & dada

por:

i n

irild
2" = prte™

e — r™(cos(nf) + isin(nd))

2. Raizes de um Numero Complexo:

A equacdo 2" — w tem n solugdes distintas, conhecidas como raizes n-ésimas de w,

que sao dadas por:

1/n { (H } EF:?‘) o (6" | Eﬁ'rr)J
2 =T cos [ ——— | +2sin | —————
n n

Ondek —0.1.2,....,n — 1.

Aplicacoes dos Numeros Complexos
Os numeros complexos téem diversas aplicagdes praticas:

1. Engenharia Elétrica: Em circuitos elétricos, nimeros complexos sdo usados para

representar impedancia e analisar sistemas de corrente alternada (CA).

2. Mecanica Quantica: Na fisica quantica, niumeros complexos sdo fundamentais na

formulacdo da equacdo de Schriédinger e em outras areas da teoria quantica.

3. Analise de Fourier: Numeros complexos sdo usados para representar e manipular

fungdes periodicas através da transformada de Fourier.

4. Geometria e Transformacgdes: Numeros complexos simplificam calculos de

transformacdes geometricas, como rotagdes e reflexdes no plano.

5. Sistemas Dinamicos e Fractais: Numeros complexos sdo utilizados no estudo de
sistemas dinamicos, especialmente na analise de fractais, como o conjunto de

Mandelbrot.

Conclusao:

Os numeros complexos representam uma extensao essencial do sistema
numérico real, permitindo a solucao de problemas que sao insolliveis no
conjunto dos numeros reais. Com suas diversas representagoes e
propriedades, eles oferecem uma rica estrutura matematica com inumeras



aplicacbes em ciéncia e engenharia, desempenhando um papel central em
muitos campos do conhecimento.



2. Fungoes Complexas

Introducao as Funcdes Complexas

As funcdes complexas sdo funcdes que tém como dominio e contradominio conjuntos de

A

ndmeros complexos. Mais formalmente, uma funcdo complexa é uma funcdo f : L —

ey

onde z — & + 1y € um numerc complexo, com & e Yy sendo partes reais e imaginarias,
respectivamente, e f(z) é uma funcio que mapeia z em outro nimero complexo w —

w + 1v.

Essas funcdes generalizam conceitos das fungdes reais para o plano complexo, introduzindo
novas e ricas estruturas matematicas. Elas sdo essenciais em varias areas da matematica,

incluindo anélise complexa, fisica, engenharia, e teoria de controle.

Definicao de uma Funcao Complexa

Uma fungdo complexa f(z) é geralmente escrita como:
flz) = ulz,y) + iv(z, y)
Onde z — x + iy, e u(x, y) e v(ax, y) sdo funcdes reais de duas varidveis reais e y.
Aqui:
e u(x,y)éapartereal de f(z).
e wv(r,y) éaparte imaginaria de f(z).

Por exemplo, se f(z) = 2% entdo:

>

f(2) = (x +iy)* = (¢ — y?) + i(22y)

Aqui, a parte real é u(z,y) — 2 — y* e a parte imaginaria é v(x, y) — 2zvy.



Limites e Continuidade

Assim como para funcgées reais, podemos definir o limite e a continuidade para fungdes

complexas.

1. Limite:

O limite de f(z) conforme z se aproxima de um ponto z; € dado por:

lim f(z) = L

Se para tado € = (), existe um & = () tal que, para todos os z dentro de uma disténcia

4 de zn, f(z) estd a uma distdncia menor que € de L.

2. Continuidade:

A funcdo f(z) é continua em um ponto z se:
lim f(z) = f(zo0)

Derivada de Funcoes Complexas

A derivada de uma funcdo complexa f(z) € definida de maneira semelhante & derivada de

funcdes reais. Se f(z) € diferencidvel em um ponto zy, entdo a derivada de f em z; &

! . zo + Az) — f(z
fz0) = l].lril[] f (= &i flzo)

Se este limite existe e € o mesmo para qualguer maneira de aproximar zg, entdo f(z) & dita

holomorfa ou analitica em zy.



Condigoes de Cauchy-Riemann

Uma fungdo complexa f(z) = u(x, y) + tv(x, y) é diferencidvel em um ponto z;, se e
somente se as funcdes u(x, y) e v(x, y) satisfazem as equacdes de Cauchy-Riemann nesse

ponto:

o dv du dv

Bz dy ¢ @ Oz

Além disso, as derivadas parciais devem ser continuas.

Essas condigdes garantem que a fungdo complexa € analitica, ou seja, tem uma derivada
complexa, e portanto, pode ser expandida em uma série de poténcias ac redor de qualquer

ponto onde é diferenciavel.

Integracao de Funcoes Complexas

Assim como na analise real, podemos integrar funcdes complexas ao longo de caminhos no
planc complexo. A integral de linha de uma funcdo complexa f(z) ao lengo de um

caminho ' é definida como:
[ 1G)dz = [ uta,y)dz — oz ) dyl + i [ o(e,y) de + ulz,y) dy
S S c

Um resultado central na teoria da integracao de funcdes complexas € o Teorema de
Cauchy, que afirma que, se f(z) é holomorfa em uma regido simplesmente conectada D e

(' & um caminho fechado em D), entac:

[ f(z)dz =10
Jeo

Este teorema tem varias consequéncias importantes, incluindo o Teorema Integral de
Cauchy e a Férmula Integral de Cauchy, que permite a avaliacdo de integrais de fungdes

complexas e a expansdo em séries de poténcias.



Séries de Poténcias e Series de Laurent

Uma fungdo complexa f(z) pode ser expandida em uma série de poténcias em torno de

um ponto zp:

Se a funcdo tem singularidades, podemos expandi-la em uma série de Laurent, que permite

termos com poténcias negativas de (z — zg):
0
f[zj = z an{: - z[l}n
MN=—0C

Essas expansdes sdo poderosas ferramentas na analise complexa, permitindo a

compreensac das propriedades locais das funcdes complexas.

Singularidades e Residuos

Uma singularidade de uma fungdo complexa f(z) € um ponto onde f(z) ndo é holomorfa.

Singularidades podem ser classificadas em diferentes tipos:

1

(z—zp)"

* Polo: Uma singularidade onde a fungdo se comporta como f(z) ~ perto de zj

» Singularidade essencial: Um ponto onde f(z) apresenta um comportamento mais
complicado e ndo se assemelha a um polo ou uma singularidade removivel.

O Teorema dos Residuos € um dos resultados mais poderosos da analise complexa,
permitindo a avaliacao de integrais complexas ao longo de caminhos fechados. Ele afirma

que, se f(z) tem um ndmero finito de singularidades dentro de um caminho fechado C,

entao:

[ 1) dz = 271 Y Res(f. )

Onde Res( f, z1.) € o residuc de f em z.



Aplicacoes das Funcoes Complexas

As funcdes complexas tém aplicagdes em diversas areas, incluindo:

Teoria de Potencial: Funcdes complexas sdo usadas para resclver problemas em

eletrostatica e fluxo de fluidos.

Transformadas de Fourier e Laplace: Utilizadas em processamento de sinais, analise de

sistemas, e controle.

Mecanica Quantica: Funcdes de onda e operadores em mecanica guantica sdo

frequentemente expressos em termos de fungdes complexas.

Teoria de Controle e Dinamica de Fluidos: Analise de estabilidade e comportamento

de sistemas dinamicos complexos.

Conclusao:

As funcdes complexas sao uma extensao fundamental das fungoes reais,
oferecendo uma rica estrutura que combina propriedades geométricas e
analiticas. Desde as equacdes de Cauchy-Riemann até as séries de
Laurent e o Teorema dos Residuos, as funcoes complexas desempenham
um papel central na andlise matematica, com aplicacoes profundas e
variadas em fisica, engenharia, e além.



3. Representacao Grafica de Funcoes Complexas

Representar graficamente funcdes complexas € mais desafiador do que para funcdes reais
devido a natureza bidimensional dos nimeros complexos. Um nimero complexo z — & +
iy possui uma parte real © e uma parte imaginéria y, e a fungdo f(z) mapeia cada nimero

s - . - ] |
complexo z em outro ndmero complexo w — u -+ iv. Assim, para uma funcdo f : © —
, temos quatro dimensd&es envelvidas (duas para o dominio e duas para o contradominio).

Abaixc estdo as principais maneiras de representar graficamente funcdes complexas:

1. Plano de Argand

Mo Plano de Argand, também chamado de plano complexo, o nimero complexo z — @ +
1y é representado como um ponto no plano, onde & € a coordenada ao longo do eixo real
(horizontal) e y ao longo do eixo imaginario (vertical). A funcdo complexa f(z) pode ser

representada graficamente de varias maneiras, conforme descrito a seguir.

2. Mapeamento do Plano Complexo

Uma maneira comum de visualizar uma funcdo complexa é observar como ela transforma o

planc complexo. O dominic z — & + 1y € mapeado em outro plano complexo, resultando

em um conjuntc de pontos w — w + 1v. A representacdo grafica pode envolver diferentes

técnicas:

¢ Linhas de Nivel e Redes de Curvas: Um método € visualizar como a funcdo transforma
uma grade regular de linhas de nivel (linhas onde & e y sao constantes) no plano z
para o plano w. Essas linhas de nivel se transfcrmam em novas curvas no plano w,

dando uma ideia de como a fungdo deforma o planc complexo.

e Cores para Fases e Madulos: As cores podem ser usadas para codificar informacdes

sobre a funcdc complexa. Por exemplo:

e A fase ou argumento de f(z) (o angulo 8 tal que f(z) = | f(2)|e™) pode ser

representada por um gradiente de cores.

e O médulo | f(z) pode ser representado pela intensidade ou saturacdo da cor, ou

por curvas de nivel.



3. Graficos de Superficie (3D)

Para visualizar uma Unica funcdo complexa f(z), as vezes sdo criados graficos

tridimensicnais, onde:
e O eixo horizontal representa a parte real de z ().
e O eixo vertical representa a parte imaginaria de z (y).

¢ A altura em relagdo ao plano horizontal pode representar o médulo | f(z)| ou a parte
real de f(z), enquanto a cor da superficie pode representar a parte imaginaria de

f(z) ou o argumento.

4. Dominios Coloridos

Uma tecnica avancada € usar dominios coloridos para representar fungées complexas.
Nesta técnica, cada ponto no planc complexo é colorido de acordo com o valor de f(z)
naquele ponto. As cores representam a fase (angulo) da funcao, enquanto a luminosidade
ou saturacdo da cor pode representar o médulo | f(z)|. As descontinuidades de fase ou

mudancas bruscas na cor indicam caracteristicas como polos cu zeros da funcao.

5. Curvas de Nivel de Modulo e Fase

QOutra abordagem € desenhar curvas de nivel que representam locais no plano complexo
onde a magnitude | f(z)| ou a fase arg( f(z)) sdo constantes. Isso pode ajudar a

identificar regides onde a funcdo complexa se comporta de forma semelhante.

6. Transformacoes Conformais

Para funcgdes que sdo holomorfas (analiticas e diferenciaveis), a preservacdo de angulos e
uma caracteristica importante, e essas fungdes sdo chamadas de transformacgdes

conformais. Graficos mostrandc como essas fungdes mapeiam grades de linhas retas em
curvas no plano complexo podem ilustrar a natureza conformal da funcdo, onde angulos

entre curvas no plano z sdo preservados no plano w.

7. Diagramas de Fase

Diagramas de fase mostram como a fase (ou argumento) de uma fungido complexa varia
sobre o plano. Eles sdo particularmente Uteis para visualizar zeros e polos de fungdes, onde

a fase da voltas completas ao redor dos polos e zeros.



Exemplos de Funcoes Complexas:

¢ Funcdo Identidade f(z) — z: Mapeia cada ponto para si mesmo. A representacio

grafica seria uma grade regular ndo distorcida.

- 3 2 ~ . " .
e Funcdo f(z) — z°: Dobra os dngulos e estica as distdncias no plano complexo. Uma

grade regular seria distorcida em formas curvas no plano w.

® Funcdo Exponencial f(z) — e*: Mapeia linhas retas no plano z para curvas

exponenciais no plano w, exibindo um crescimento rapido na direcdo imaginaria.

Conclusao 1:

A representacao grafica de fungdes complexas envolve diversas técnicas
que visam captar a transformacao que a funcao exerce sobre o plano
complexo. Desde mapas de cores e graficos 3D até linhas de nivel e
diagramas de fase, cada técnica oferece uma perspectiva Unica sobre as
propriedades e o comportamento das funcoes complexas. Essas
representacoes visuais sao fundamentais para a compreensao intuitiva e
analise de fungdes complexas em matematica e suas aplicacoes.

Representando Graficamente Funcoes Complexas: Uma Visao Geral

A complexidade da representacao grafica

Representar graficamente funcoes complexas nao & tao intuitivo quanto representar
funcdes reais. Isso se deve ao fato de que os numeros complexos possuem duas
partes: uma real e uma imaginaria. Assim, para representar um numero complexo,

precisamos de dois eixos: um para a parte real e outro para a parte imaginaria.
Por que nao um grafico tridimensional?

Vocé pode se perguntar: "Por que nao usar um grafico tridimensional, com um eixo
para a parte real, outro para a parte imaginaria € um terceiro para o valor da
funcao?" A resposta é que o resultado da aplicacao de uma funcao complexa em um
numero complexo também & um numero complexo. Isso significa que precisaremos
de dois eixos adicionais para representar o resultado, totalizando quatro eixos.
Visualizar um grafico em quatro dimensoes € algo que ultrapassa nossa capacidade

intuitiva.



Metodos alternativos de representacao

Diante dessa dificuldade, os matematicos desenvolveram diversas técnicas para

visualizar o comportamento de fungdes complexas. As mais comuns sao:

*» Mapas de cores: A cada ponto do plano complexo (dominio da funcao) é
atribuida uma cor, de acordo com o valor da funcdo nesse ponto. A variacdo das
cores permite identificar padrées e comportamentos da funcao.

* Linhas de nivel: S3o curvas no plano complexo que conectam pontos onde a
funcdo assume um valor constante. Essas curvas podem fornecer informacades
sobre os maximos, minimos e outras caracteristicas da funcao.

» Transformacdes do plano complexo: A funcao complexa pode ser vista como
uma transformacao que leva um ponto do plano complexo a outro. Analisando
como essa transformacao afeta diferentes regides do plano, podemos obter
insights sobre a funcao.

» Graficos das partes real e imaginaria: Ao separar a funcao complexa em sua
parte real e imaginaria, podemos plotar o grafico de cada uma dessas partes
separadamente. Isso pode ajudar a entender como as partes real e imaginaria
contribuem para o comportamento da funcao.

* Campos vetoriais: A cada ponto do plano complexo, associamos um vetor que
representa a direcao e a magnitude da derivada da funcao nesse ponto. O campo
vetorial resultante pode fornecer informacoes sobre a natureza das

singularidades da funcdo e sobre o fluxo de um fluido sob a acdo da funcao.

Software e ferramentas

Existem diversos softwares e ferramentas computacionais que podem auxiliar na
visualizacdo de funcdes complexas. Esses softwares permitem criar animacoes,
rotacionar graficos e explorar interativamente o comportamento de diferentes

funcdes.



Conclusao 2:

Representar graficamente funcdes complexas € um desafio que exige o
uso de técnicas e ferramentas especializadas. Embora nao seja possivel
obter um grafico tridimensional tradicional, os métodos descritos acima
permitem visualizar e analisar o comportamento dessas funcoes de forma
eficaz.

Representar graficamente fungoes complexas pode ser um desafio interessante, pois
envolve tanto a parte real quanto a parte imaginaria das fungdes. Aqui estdo algumas

maneiras comuns de fazer isso:

1. Gréficos de Partes Real e Imaginaria: Vocé pode plotar as partes real e imaginaria
da funcdo separadamente em graficos 2D. Por exemplo, se ( f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ).
onde (u ) e (v ) sao as partes real e imaginaria, vocé pode criar dois graficos: um

para ( u(x, y) ) e outro para ( v(x, y) ).

2. Gréficos de Médulo e Argumento: Outra abordagem & plotar o modulo (ou
magnitude) e o argumento (ou fase) da fungdo. O modulo € dado por ( [f(z)| ) e 0

argumento por ( \arg(f(z)) ).

3. Dominios Coloridos: Esta técnica usa cores para representar diferentes valores da
funcido complexa em um plano. Cada cor corresponde a um valor especifico da
funcao, permitindo visualizar como a fungdo se comporta em diferentes regides do

plano complexo.

4. Transformagdes Complexas: Visualizar como uma fungado complexa transforma um
conjunto de pontos no plano ( z ) para o plano ( w ). Isso pode ser feito mostrando

como uma grade de linhas retas no plano ( Z ) € mapeada para curvas no plano (w ).

5. Graficos 3D: Em alguns casos, é possivel usar graficos tridimensionais para
representar a magnitude da funcdo complexa, onde a altura do grafico representa o

valor do moédulo da funcao.

Conclusao 3:

Essas técnicas ajudam a entender melhor o comportamento das funcoes
complexas e suas propriedades. Se vocé quiser ver exemplos visuais,
recomendo assistir a videos educativos como este que explica varias
técnicas de visualizacao



https://www.youtube.com/watch?v=b3A2Og5Hz6E
https://www.youtube.com/watch?v=b3A2Og5Hz6E
https://www.youtube.com/watch?v=b3A2Og5Hz6E

